Consistance de la minimisation du risque empirique pour l'optimisation de l'erreur relative moyenne by De Myttenaere, Arnaud et al.
Consistance de la minimisation du risque empirique
pour l’optimisation de l’erreur relative moyenne
Arnaud De Myttenaere, Be´ne´dicte Le Grand, Fabrice Rossi
To cite this version:
Arnaud De Myttenaere, Be´ne´dicte Le Grand, Fabrice Rossi. Consistance de la minimisation
du risque empirique pour l’optimisation de l’erreur relative moyenne. 47e`mes Journe´es de
Statistique de la SFdS, Jun 2015, Lille, France. 2015. <hal-01195695>
HAL Id: hal-01195695
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01195695
Submitted on 8 Sep 2015
HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.
L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destine´e au de´poˆt et a` la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publie´s ou non,
e´manant des e´tablissements d’enseignement et de
recherche franc¸ais ou e´trangers, des laboratoires
publics ou prive´s.
Distributed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License
Consistance de la minimisation du risque empirique
pour l’optimisation de l’erreur relative moyenne
Arnaud de Myttenaere1 & Be´ne´dicte Le Grand2 & Fabrice Rossi3
1 Viadeo, ademyttenaere@viadeoteam.com
2 Universite´ Paris 1 Panthe´on Sorbonne CRI, benedicte.le-grand@univ-paris1.fr
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Re´sume´. Nous nous inte´ressons au proble`me de la minimisation de l’erreur relative
moyenne dans le cadre des mode`les de re´gression. Nous montrons que l’optimisation de
ce crite`re est e´quivalente a` la minimisation de l’erreur absolue par re´gressions ponde´re´es
et que l’approche par minimisation du risque empirique est, sous certaines hypothe`ses,
consistante pour la minimisation de ce crite`re.
Mots-cle´s. Optimisation, MAPE, consistance
Abstract. We study in this paper the consequences of using the Mean Absolute Per-
centage Error (MAPE) as a measure of quality for regression models. We show that finding
the best model under the MAPE is equivalent to doing weighted Mean Absolute Error
(MAE) regression. We also show that, under some asumptions, universal consistency of
Empirical Risk Minimization remains possible using the MAPE.
Keywords. Optimisation, MAPE, consistency
1 Introduction
Nous e´tudions le cadre classique des re´gressions, en supposant des couples d’observations
Z = (X, Y ), a` valeurs dans X × R ou` X est un espace muni d’une me´trique. La qualite´
d’un mode`le g (fonction de´finie sur X et a` valeurs dans R) est mesure´e a` partir d’une
fonction de perte l, qui est classiquement les moindres carre´s (MSE: Mean Square Error),
l’erreur absolue (MAE:Mean Absolute Error), ou l’erreur relative moyenne (MAPE:Mean
Absolute Percentage Error):
lMAPE(p, y) =
∣∣∣∣p− yy
∣∣∣∣
avec les conventions que pour tout a 6= 0, a
0
=∞ et 0
0
= 1. Le risque d’un pre´dicteur g
est de´fini comme l’espe´rance de la perte: Ll(g) = E(l(g(X), Y )). Le risque empirique est
alors la moyenne empirique de la fonction de perte calcule´e sur l’ensemble d’apprentissage:
L̂l(g)N =
1
N
N∑
i=1
l(g(Xi), Yi). (1)
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L’enjeu pratique consiste a` de´terminer comment minimiser LMAPE(g). D’un point de
vue the´orique, nous nous sommes inte´resse´s a` la consistance de la me´thode de minimisation
du risque empirique (ERM) dans le cas de la MAPE.
2 Re´solution pratique
D’un point de vue pratique, le proble`me consiste a` minimiser L̂MAPE(g)N sur une classe
de mode`les GN , ce qui revient a` re´soudre:
ĝMAPE,N = arg min
g∈GN
1
N
N∑
i=1
|g(Xi)− Yi|
|Yi|
.
En conside´rant les quotients 1
|Yi|
comme des poids, ce proble`me peut eˆtre vu comme un
cas particulier de la re´gression me´diane (elle-meˆme e´tant un cas particulier des re´gressions
quantiles) qui minimise l’erreur absolue. Par conse´quent, toute imple´mentation des
re´gressions quantiles permettant l’utilisation de ponde´rations peut eˆtre utilise´e pour trou-
ver le mode`le line´aire minimisant la MAPE. C’est par exemple le cas de la librairie R
quantreg [3].
3 Conside´rations the´oriques
D’un point de vue the´orique, nous nous sommes inte´resse´s a` la consistance des strate´gies
d’apprentissage lorsque la fonction de perte est la MAPE. Plus pre´cise´ment, pour une
fonction de perte l, nous de´finissons L∗l = infg Ll(g), ou` le minimum est calcule´ sur
l’ensemble des fonctions mesurables de X dans R et notons L∗l,G = infg∈G Ll(g), ou` G est
une classe de mode`les.
Dans ce travail, nous nous inte´ressons a` la me´thode de minimisation du risque em-
pirique (ERM), pour lequel ĝl,N = argming∈GN L̂l(g)N , et nous montrons la consistance
de l’ERM dans le cas de la MAPE:
∀ǫ > 0,P
{
limn→+∞
(
sup
g∈GN
∣∣∣L̂mape(ĝl,N)N − Lmape(g)∣∣∣
)
> ǫ
}
= 0
Ce re´sultat a de´ja` e´te´ e´tabli pour certaines fonctions de pertes (MSE et MAE par
exemple), mais ne peut eˆtre ge´ne´ralise´ au cas de la MAPE car les proprie´te´s ne´cessitent
l’hypothe`se de continuite´ uniforme au sens de Lipschitz (voir par exemple le lemme 17.6
dans [1]), qui n’est pas ve´rifie´e dans le cas de la MAPE.
La preuve propose´e s’effectue en deux e´tapes. D’abord nous montrerons qu’il est
possible de borner la probabilite´ a` controˆler par une quantite´ de´pendant du Lp convering
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number de la classe de mode`les conside´re´e. Puis, en controˆlant ce dernier par la VC-
dimension de la classe de fonction conside´re´e, nous verrons qu’il est possible, sous certaines
hypothe`ses, d’assurer la consistance de la me´thode de minimisation du risque empirique.
3.1 Lp convering numbers
Etant donne´e une classe de mode`les GN et une fonction de perte l, nous noterons
H(GN , l) = {h : X × R→ R
+, h(x, y) = l(g(x), y) | g ∈ GN},
et
H+(GN , l) = {h : X × R× R→ R
+, h(x, y, t) = It≤l(g(x),y) | g ∈ GN}.
Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguite´ compte tenu du contexte, nous simplifierons ces notations
par HN,MAPE pour l = lMAPE et la classe GN conside´re´e.
Pour tout ǫ > 0, une ǫp-couverture de taille p d’une classe de fonctions F de´finies sur Z
et a` valeurs dans R+ est une collection finie f1, . . . , fp de F telle que min1≤i≤p ‖f−fi‖p,D <
ǫ pour tout f ∈ F et un jeu de donne´ D observe´, ou` ‖.‖p de´signe la norme Lp.
Le Lp covering number correspond au nombre de ǫp-couverture de F et est note´
Np(ǫ,F , D). Comme pour tout h1, h2 dans Hn,MAPE la quantite´ de´finie par
‖h1 − h2‖∞ = sup
(x,y)∈X×R
||g1(x)− y| − |g2(x)− y||
|y|
n’est en ge´ne´ral pas borne´e lorsque y tend vers 0, les re´sultats lie´s a` la MSE et MAE
ne sont pas applicables directement. Dans la suite nous supposerons donc qu’il existe
λ > 0 tel que |Y | ≥ λ
En supposant que pour tout g ∈ GN , ‖g‖∞ ≤ BGN , et |Y | ≥ λ, on peut montrer que
BH(GN ,lMAPE) = 1 +
BGN
λ
et le the´ore`me 9.1 de [2] donne (avec BN,l = BH(GN ,l)):
P
{
sup
g∈GN
∣∣∣L̂l(g)N − Ll(g)∣∣∣ > ǫ
}
≤ 8E
(
Np
( ǫ
8
, H(GN , l), D
))
e
− Nǫ
2
128B2
N,l . (2)
Ce qui permet d’avoir une borne de la quantite´ a` controˆler.
3.2 VC-dimension
Une fac¸on de borner les covering numbers consiste a` utiliser les VC-dimensions. On peut
montrer k points sont se´pare´s par H+(GN , lMAE) si, et seulement si, ils sont e´galement
se´pare´s par H+(GN , lMAPE). En d’autres termes, la VC-dim de la classe de fonction
conside´re´e est inchange´e selon que la fonction de perte est la MAE ou la MAPE. D’apre`s
le the´ore`me 9.4 de [2], si Vl = V Cdim(H
+(GN , l)) ≥ 2, p ≥ 1, et 0 < ǫ <
BN,l
4
, on a alors
Np(ǫ,H(GN , l), D) ≤ 3
(
2eBpN,l
ǫp
log
3eBpN,l
ǫp
)Vl
. (3)
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3.3 Consistance
La consistance de l’algorithme ERM dans le cas de la MAPE peut eˆtre montre´e de fac¸on
similaire au the´ore`me 10.1 de [2]. Supposons donne´e une se´rie de classe de mode`les,
(Gn)n≥1 telle que ∪n≥1Gn est dense dans l’ensemble des fonctions mesurables de Rp dans
R selon la norme L1(µ) pour toute mesure µ. Supposons en outre les Gn uniforme´ment
borne´s par BGn et de VC-dim finie Vn = V Cdim(H
+(Gn, lMAPE)). Remarquons que,
pour que ces conditions restent compatibles avec l’hypothe`se de densite´ il est ne´cessaire
que limn→∞ vn =∞ et limn→∞BGn =∞.
Alors, en supposant que |Y | ≥ λ (presque surement) et que limn→∞
vnB
2
Gn
logBGn
n
= 0,
on obtient a` partir des e´quations 2 et 3:
P
{
sup
g∈GN
∣∣∣L̂l(g)N − Ll(g)∣∣∣ > ǫ
}
≤ K(n, ǫ),
avec
K(n, ǫ) = 24
(
16eBn
ǫ
log
24eBn
ǫ
)vn
e
− nǫ
2
128B2n et Bn = 1 +
BGn
λ
.
Les hypothe`ses garantissent
∑
n≥1K(n, ǫ) < ∞ pour tout ǫ > 0, ce qui assure la
convergence presque sure de LMAPE(ĝlMAPE ,n) vers L
∗
MAPE
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